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Abstract
Since before the Renaissance the rules for doing perspective drawings were known,
obtaining representations of the reality just like a well placed observer’s eye would
perceive it. We use our knowledge of extended projective geometry to study the
basis of these rules. We obtain some of the basic properties of perspective drawings
and learn how to construct simple examples. Finally, we apply this knowledge to a
practical exercise, namely to study the perspective in some Canaletto’s paintings.
Resumen
Desde antes del Renacimiento se conocen las reglas para dibujar en perspectiva,
obteniendo representaciones de la realidad tal y co´mo la percibir´ıa el ojo de un
observador colocado adecuadamente. Utilizando recursos avanzados de geometr´ıa
proyectiva, estudiamos una fundamentacio´n de las reglas de la perspectiva. Se ob-
tienen algunas propiedades ba´sicas de la perspectiva, y se construye algu´n ejemplo
sencillo. Para acabar, se aplican estos conocimientos a un caso pra´ctico, concreta-
mente estudiar la perspectiva en algunos cuadros de Canaletto.
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1. Introduccio´n
Desde antes del Renacimiento se ha buscado la sensacio´n de realismo en la pin-
tura. De aqu´ı surge el intere´s en representar la profundidad e intentar dibujar los
objetos tal co´mo los ve un observador cuando los tiene delante. Es durante el Re-
nacimiento, mediante el me´todo cient´ıfico y el uso de las matema´ticas, cuando ma´s
se desarrollaron las leyes de la perspectiva. Algunos artistas como Alberti, da Vinci
y Brunelleschi, entre otros, trabajaron en ello. Brunelleschi, un artista y arquitecto
del renacimiento italiano, realizo´ una serie de estudios con ayuda de instrumentos
o´pticos, para poder representar sus edificios en perspectiva. Gracias a esto, se em-
pezo´ a comprender los principios que rigen la perspectiva. Sin embargo, la tarea de
representar los objetos en perspectiva era muy laboriosa y se inventaron instrumen-
tos que facilitaron esta tarea, por ejemplo la ca´mara oscura o el perspecto´grafo. El
estudio de la perspectiva motivo´ y avanzo´ el desarrollo de la geometr´ıa proyecti-
va. Por ejemplo, Desargues, en 1636 escribio´ un tratado sobre perspectiva titulado
Perspective, donde fundamentaba matema´ticamente los me´todos de perspectiva uti-
lizados hasta entonces, y en 1639 un tratado sobre geometr´ıa proyectiva titulado
Brouillon project d’une atteinte aux evenmens des rencontres du Cone avec un Plan.
Figura 1. Ilustracio´n de [1]
.
En este proyecto se demuestran las reglas ma´s importantes para dibujar en perspec-
tiva. Estas reglas, en su comienzo, surgieron al observar la realidad y estudiar el fun-
cionamiento de las ma´quinas de perspectiva. Ma´s tarde fueron justificadas mediante
geometr´ıa me´trica. Sin embargo, en este trabajo se estudia una fundamentacio´n de
las reglas de la perspectiva con uso de recursos de geometr´ıa proyectiva.
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Estructura de la memoria
Este trabajo se divide en tres partes. Una primera parte, formada por los cap´ıtulos
1 y 2 donde se repasan conceptos de geometr´ıa proyectiva, una segunda parte que
abarca el tercer cap´ıtulo sobre perspectiva y una u´ltima parte, formada por el u´lti-
mo cap´ıtulo, con una aplicacio´n pra´ctica de todo lo anterior.
El primer cap´ıtulo hace un repaso de los conceptos ba´sicos de geometr´ıa proyectiva:
espacio proyectivo, proyectividades, razo´n doble y cua´dricas.
El segundo cap´ıtulo comienza definiendo la cua´drica del absoluto, un elemento de
tratamiento proyectivo de la geometr´ıa me´trica, que sera´ clave a lo largo de todo
este trabajo. Esta cua´drica nos permite hacer geometr´ıa me´trica en un contexto
proyectivo, ya que permite recuperar ortogonalidad y a´ngulo. Se acaba el cap´ıtulo
estudiando la fo´rmula de Laguerre, que sirve para calcular el a´ngulo entre dos rec-
tas, utilizando la cua´drica del absoluto.
El tercer cap´ıtulo comienza definiendo los elementos ba´sicos de una perspectiva. Se
utilizan los anteriores cap´ıtulos para demostrar las reglas ba´sicas que rigen el dibujo
en perspectiva. El cap´ıtulo acaba con el proceso contrario, a partir de un cuadro se
estudia co´mo obtener los elementos de la perspectiva.
Por u´ltimo, para poner en pra´ctica todo lo anteriormente aprendido, en el cuarto
cap´ıtulo se estudian algunos de los cuadros de Canaletto. A este pintor italiano se
le atribuye, por una parte, el uso de la ca´mara oscura para reproducir fielmente la
realidad, pero por otra, se dice que deformaba las perspectivas para hacerlas ma´s
impresionantes. En el museo Correr de Venecia esta´ expuesta una ca´mara o´ptica
que presuntamente pertenecio´ al pintor. A su vez, en la exposicio´n “Canaletto: Una
Venecia imaginaria ”, llevada a cabo en el an˜o 2001 en el CCCB, se defiende la tesis
de que Canaletto modificaba las proporciones de la ciudad de Venecia para hacerla
ma´s sublime. En este trabajo se intentara´ comprobar la veracidad de la perspectiva
en algunos cuadros de Canaletto, restableciendo primero los elementos de la pers-
pectiva desde la que esta´ hecho el cuadro y despue´s calculando la representacio´n que
resultar´ıa desde ese punto de vista. De esta manera se concluira´ si la perspectiva
esta´ modificada o no.
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2. Espacio proyectivo, espacio af´ın y cua´dricas
En este cap´ıtulo recordaremos algunas nociones previas necesarias para abordar los
siguientes temas. De esta manera quedara´ establecida la notacio´n utilizada a lo largo
del trabajo. Algunas demostraciones no se han escrito aqu´ı para no extendernos
en este cap´ıtulo de recordatorio, pero todas ellas se podra´n encontrar en libros de
geometr´ıa proyectiva y en particular en la referencia indicada en cada demostracio´n.
2.1. Espacio proyectivo
Definicio´n 2.1. Un espacio proyectivo sobre un cuerpo k es una terna (P, E, pi)
donde P es un conjunto, E es un espacio vectorial de dimensio´n finita sobre k y pi
es una aplicacio´n pi : E − {0} −→ P tal que:
(a) pi es exhaustiva
(b) ∀v, w ∈ E − {0}, pi(v) = pi(w) si y so´lo si ∃λ 6= 0 tal que v = λw
Si se cumplen estas condiciones se dice que pi y E definen una estructura de espacio
proyectivo sobre P.
Notacio´n 2.2. Si p = pi(v) se dice que el vector v es un representante del punto p.
Se escribe p = [v].
Ejemplo 2.3. El espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial E, que deno-
taremos como P(E), es el conjunto de clases de equivalencia segu´n la relacio´n en
E − {0}:
x ∼ y ⇔ ∃λ ∈ k tal que x = λy
Es decir, P(E) = E − {0}/ ∼.
2.2. Coordenadas proyectivas
Definicio´n 2.4. Una referencia proyectiva ∆ de un espacio proyectivo Pn es un
conjunto ordenado de n+ 2 puntos {p0, ..., pn;A} que cumple
p0, ..., pn son independientes
A /∈ p0 ∨ ... ∨ pi−1 ∨ pi+1 ∨ ... ∨ pn ∀i = 0, ..., n
donde ∨ indica variedad lineal generada.
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Proposicio´n 2.5. Sea E el espacio vectorial asociado a Pn Para cada referencia
proyectiva ∆ de Pn, se puede tomar una base {e0, ..., en} de E, tal que pi = [ei] y
A = [e0 + ...+ en], conocida como base adaptada a ∆.
Si tenemos una base adaptada a una referencia ∆, podemos tomar como coorde-
nadas proyectivas o coordenadas homoge´neas de un punto p las componentes de
cualquier vector representante de p. Es decir, si [x0e0 + ... + xnen] = p, entonces
las coordenadas homoge´neas de p en la referencia ∆ sera´n x0, ..., xn y se escribe
p = [x0, ..., xn]∆. El punto queda determinado por sus coordenadas, y las coordena-
das quedan determinadas por el punto, salvo un factor de proporcionalidad.
Demostracio´n. Ver [2], secciones 2.1, 2.2. 
2.3. Espacio af´ın y clausura proyectiva
En este apartado se relaciona la geometr´ıa proyectiva y la geometr´ıa af´ın mediante
el concepto de clausura proyectiva de un espacio af´ın. Primero se hara´ un breve
recordatorio sobre el espacio af´ın.
Definicio´n 2.6. Un espacio af´ın de dimensio´n n (n > 1), sobre un cuerpo k es una
terna (An, F,+) donde An es un conjunto cuyos elementos se llaman puntos, F es
un espacio vectorial de dimensio´n n sobre k cuyos elementos se llaman vectores y
+ es una aplicacio´n
+ : F × An −→ An
(v, p) 7−→ p+ v
que cumple:
(a) p+ (v + w) = (p+ v) + w ∀p ∈ An,∀v, w ∈ F
(b) p+ 0 = p ∀p ∈ An
(c) ∀p, q ∈ An existe un u´nico v tal que p+ v = q
Sea un espacio af´ın An, con espacio vectorial asociado F . Las direcciones de An son
las clases de equivalencia de vectores no nulos mo´dulo proporcionalidad, por tanto
forman el espacio proyectivo P(F ) (visto en Ejemplo 2.3).
La clausura proyectiva An de An se obtiene an˜adiendo puntos a An, un nuevo
punto por cada direccio´n de An. Por tanto An, como conjunto, es la unio´n disjunta
An = An ∪ P(F ) y se dota de estructura proyectiva (demostracio´n en [2], seccio´n
3.2).
Definicio´n 2.7. Dada una referencia ∆ = {O; e1, ..., en} de An, se llama referencia
proyectiva asociada a ∆, a la referencia ∆ de An:
∆ = {O, [e1], ..., [en];O + e1 + ...+ en}
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Teorema 2.8. Sobre An se puede establecer una estructura de espacio proyectivo,
de manera que:
(1) Si un punto propio p tiene coordenadas afines (x1, ..., xn) en una referencia
af´ın ∆, sus coordenadas homoge´neas sera´n [1, x1, ..., xn] en la referencia pro-
yectiva asociada a ∆.
(2) Si un vector v 6= 0 tiene componentes (y1, ..., yn) en la referencia af´ın ∆,
la direccio´n [v] tendra´ coordenadas homoge´neas [0, y1, ..., yn] en la referencia
proyectiva asociada a ∆.
Demostracio´n. Ver [2], secciones 3.2, 3.3. 
Figura 2. Clausura proyectiva de A2. Al punto propio (x1, x2) le corresponde el
punto [1, x1, x2], a la direccio´n del vector (y1, y2) le corresponde el punto [0, y1, y2]
en A2.
Proposicio´n 2.9. P(F ) es un hiperplano de An y lo designaremos H∞.
Demostracio´n. Del Teorema 2.8 se deduce que H∞ es la variedad lineal de An con
ecuacio´n x0 = 0, y por tanto un hiperplano de An. 
Notacio´n 2.10. An tambie´n se conoce como parte propia o parte finita de An, y
H∞ como hiperplano impropio o hiperplano del infinito.
Los puntos de An se llaman puntos propios, y las direcciones puntos impropios o
puntos del infinito de An.
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2.4. Proyectividades
Definicio´n 2.11. Sean (Pn, E, pi) y (P
′
m, E
′
, pi
′
) dos espacios proyectivos sobre el
mismo cuerpo k. Sea ϕ : E −→ E ′ un isomorfismo entre sus espacios vectoriales.
La proyectividad entre Pn y P
′
m inducida por ϕ es la aplicacio´n
f : Pn −→ P′m
p = [v] 7−→ [ϕ(v)] ∀v 6= 0
La existencia del isomorfismo ϕ implica que Pn y P
′
m tienen la misma dimensio´n, es
decir n = m.
Proposicio´n 2.12. f esta´ bien definida, es decir no depende del representante de
v elegido, ya que ϕ(λv) = λϕ(v) y adema´s [λϕ(v)] = [ϕ(v)].
Notacio´n 2.13. Se dice que f esta´ representada por ϕ, y se escribe f = [ϕ] .
Definicio´n 2.14. Una homolog´ıa general del plano es una proyectividad ϕ : P2 −→ P2
que tiene una recta de puntos fijos r, llamada eje de la homolog´ıa, y un punto fijo O,
O 6∈ r, llamado centro de la homolog´ıa.
Una homolog´ıa ϕ queda determinada por su eje, centro y un par de puntos corres-
pondientes p, p′ = ϕ(p), a trave´s de la construccio´n siguiente:
Figura 3. Construccio´n de la imagen del punto q por la homolog´ıa ϕ, de centro O
y eje e, que env´ıa el punto p a p′. (Demostracio´n ver [2], seccio´n 5.7.)
Proposicio´n 2.15. Sean dos puntos cualesquiera p, q ∈ P2, tales que p, q 6∈ r y
p, q 6= O. Sean p′, q′ sus respectivas ima´genes por una homolog´ıa ϕ, de centro O
y eje e. Sean p˜, q˜ las respectivas intersecciones de las rectas Op,Oq con el eje e.
Entonces
(O, p˜, p, p′) = (O, q˜, q, q′)
A este valor se le llama el invariante de la homolog´ıa ϕ.
Demostracio´n. Se sigue de la construccio´n anterior. 
Observacio´n 2.16. Las homolog´ıas de invariante -1 se le llaman homolog´ıas armo´nicas .
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2.5. Afinidades y proyectividades
Definicio´n 2.17. Una transformacio´n af´ın o afinidad f entre dos espacios afines
de la misma dimensio´n (An, F,+) y (Bn, G,+) es una aplicacio´n
f : An −→ Bn
p 7−→ q2 + ϕ(p− q1)
para ciertos puntos q1 ∈ An, q2 ∈ Bn y un isomorfismo entre espacios vectoriales
ϕ : F −→ G.
Sean An, A
′
n espacios afines de las mismas dimensiones, An, A
′
n sus clausuras pro-
yectivas y H∞, H
′
∞ sus hiperplanos impropios. Consideraremos las proyectividades
f : An −→ A′n que cumplen la condicio´n f(H∞) = H ′∞ y por tanto f(An) = A′n.
Es decir, proyectividades que llevan puntos impropios a puntos impropios y puntos
propios a puntos propios.
Proposicio´n 2.18. Si f cumple las condiciones anteriores, f|An : An −→ A′n es una
afinidad. Rec´ıprocamente, cualquier afinidad g : An −→ A′n es restriccio´n de una
determinada proyectividad h : An −→ A′n, es decir g = h|An : An −→ A′n.
Demostracio´n. Ver [2], seccio´n 3.5. 
2.6. Razo´n doble y razo´n simple
Sean q1, q2, q3, q4 puntos de un espacio proyectivo unidimensional P1, al menos 3
de ellos distintos. Suponemos una referencia fijada ∆ = (p0, p1, A) de P1. Sean
qi = [xi, yi]∆ para i = 1, ..., 4.
Definicio´n 2.19. Llamamos razo´n doble ρ al cociente
ρ =
∣∣∣∣x3 y3x1 y1
∣∣∣∣∣∣∣∣x3 y3x2 y2
∣∣∣∣ :
∣∣∣∣x4 y4x1 y1
∣∣∣∣∣∣∣∣x4 y4x2 y2
∣∣∣∣ ∈ k ∪ {∞}
donde se toma ∞ = a/0 con a 6= 0, a ∈ k
Proposicio´n 2.20. La razo´n doble ρ no depende de la referencia elegida ∆, ni de
la eleccio´n de coordenadas para los puntos qi.
Demostracio´n. Ver [2], seccio´n 2.9.1. 
Notacio´n 2.21. Escribiremos la razo´n doble de q1, q2, q3, q4 como ρ = (q1, q2, q3, q4).
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Teorema 2.22 (Invariancia proyectiva de la razo´n doble). Sea f : P1 −→ P′1 una
proyectividad entre espacios proyectivos unidimensionales. Sean q1, q2, q3, q4 ∈ P1,
al menos tres de ellos distintos. Entonces sus ima´genes por f son al menos tres de
ellas distintas y adema´s
(f(q1), f(q2), f(q3), f(q4)) = (q1, q2, q3, q4)
Demostracio´n. Ver [2], seccio´n 2.9.11. 
Definicio´n 2.23. Sean q1, q2, q3, q4 ∈ P1 cuatro puntos ordenados. Se dice que
forman un conjunto armo´nico si y so´lo si (q1, q2, q3, q4) = −1.
Sean q1, q2, q3 tres puntos alineados de un espacio af´ın An, al menos dos de ellos
distintos.
Definicio´n 2.24. Se define razo´n simple como ρ tal que
si q2 6= q3, ρ es el valor que cumple q1 = q3 + ρ(q2 − q3)
si q2 = q3, ρ =∞
Notacio´n 2.25. Escribiremos la razo´n simple de q1, q2, q3 como ρ = (q1, q2, q3).
Observacio´n 2.26. El punto medio de q1, q2 es el u´nico punto q3, alineado con q1
y q2 y que cumple (q1, q2, q3) = −1, ya que q1 = q3 − (q2 − q3).
Proposicio´n 2.27. Sean q1, q2, q3 tres puntos alineados de un espacio af´ın An, al
menos dos de ellos distintos. Sea l la recta sobre la que esta´n estos tres puntos, sea
q∞ el punto impropio de l. Entonces se cumple
(q1, q2, q3) = (q1, q2, q3, q∞)
Demostracio´n. Ver [2], seccio´n 3.6. 
Teorema 2.28 (Invariancia af´ın de la razo´n simple). Sea f : An −→ A′n una
afinidad. Sean q1, q2, q3 tres puntos alineados de An, al menos dos de ellos distintos.
Entonces la razo´n simple (f(q1), f(q2), f(q3)) esta´ definida y cumple
(f(q1), f(q2), f(q3)) = (q1, q2, q3)
Demostracio´n. Se deduce de la Proposicio´n 2.27 y el Teorema 2.22. 
2.7. Involuciones
Definicio´n 2.29. Sea un espacio proyectivo P1 de dimensio´n n = 1. Las proyecti-
vidades τ de P1 que cumplen τ 2 = IdP1 y τ 6= IdP1 se llaman involuciones de P1.
Observacio´n 2.30. Sean p, q ∈ P1 puntos cualesquiera, entonces q = τ(p) si y so´lo
si p = τ(q).
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Notacio´n 2.31. El par de puntos {p, τ(p)} se llaman puntos correspondientes por
la involucio´n τ .
Proposicio´n 2.32. Sean q, q dos puntos distintos de P1. La aplicacio´n que deja q, q
fijos y env´ıa cada p 6= {q, q} a su cuarto armo´nico relativo a {q, q} es una involucio´n
de P1. Adema´s cualquier involucio´n τ de P1 puede ser obtenida de esta manera,
siendo q, q los puntos fijos de τ (que pueden ser reales o imaginarios).
Demostracio´n. Ver [2], seccio´n 5.6. 
Corolario 2.33. Una involucio´n esta´ determinada por sus puntos fijos. Dos pun-
tos p, p′ 6= {q1, q2} son correspondientes por la involucio´n τ de puntos fijos q1, q2
si y so´lo si (q1, q2, p, p
′) = −1.
Proposicio´n 2.34. Dos pares distintos de puntos correspondientes determinan una
involucio´n. Es decir, dados p, p′, q, q′ ∈ P1 tales que {p, p′} ∩ {q, q′} = ∅, existe una
u´nica involucio´n τ de P1 tal que τ(p) = p′ y τ(q) = q′.
Demostracio´n. Ver [2], seccio´n 5.6. 
2.8. Perspectividades
Sea L una variedad lineal de An de dimensio´n d ≥ 2. Llamaremos L∇ al conjunto de
variedades lineales de dimensio´n d+1 que contienen a L. Sean T1, T2 dos variedades
lineales suplementarias a L.
Definicio´n 2.35. Definimos la perspectividad de T1 a T2 con centro L como la
aplicacio´n f : T1 → T2 que se obtiene al componer la proyeccio´n desde L restringida
a T1
δL|T1 : T1 −→ L∇
p 7−→ p ∨ L
con la seccio´n por T2,
σL,T2 : L
∇ −→ T2
L
′ 7−→ L′ ∩ T2
Observamos que por definicio´n f = σL,T2 ◦ δL|T1 cumple que ∀p ∈ T1
f(p) = p˜ = (p ∨ L) ∩ T2
Proposicio´n 2.36. La perspectividad f es una proyectividad entre T1 y T2.
Demostracio´n. Ver [2], seccio´n 1.9. 
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2.9. Nocio´n de cua´drica
En este cap´ıtulo definiremos el concepto de cua´drica en un espacio proyectivo. Para
ello utilizaremos las formas bilineales sime´tricas. Primero haremos un recordatorio
sobre e´stas.
Definicio´n 2.37. Una forma bilineal sime´trica en un espacio vectorial F , sobre un
cuerpo k es una aplicacio´n η : F × F −→ k que cumple:
(a) η(u, v) = η(v, u) ∀u, v ∈ F
(b) η(u1 + u2, v) = η(u1, v) + η(u2, v) ∀u1, u2, v ∈ F
(c) η(λu, v) = λη(u, v) ∀λ ∈ k,∀u, v ∈ F
Definicio´n 2.38. Sea Pn un espacio proyectivo con espacio vectorial asociado F .
Una cua´drica de Pn es una clase dentro de las formas bilineales sime´tricas no nulas
en F , mo´dulo proporcionalidad. Es decir, cada cua´drica Q es una clase no nula
Q = {λη}λ∈k−{0}, donde η es una forma bilineal sime´trica en F no nula.
Notacio´n 2.39. Se dice que Q esta´ representada por η, y se escribe Q = [η] .
Definicio´n 2.40. Un punto p = [v] ∈ Pn pertenece a una cua´drica Q = [η]
si y so´lo si η(v, v) = 0. Escribiremos p ∈ Q para indicar que el punto p pertenece a
la cua´drica Q.
Proposicio´n 2.41. Esta condicio´n de pertenencia, no depende de los representantes
de p y de η elegidos ya que
λη(µv, µv) = λµ2η(v, v) = 0
Observacio´n 2.42. Sea Q = [η] una cua´drica de Pn y f : Pn −→ P′n una proyecti-
vidad representada por el isomorfismo ϕ : E −→ E ′ . Se comprueba fa´cilmente que
la composicio´n de la aplicacio´n
ϕ−1 × ϕ−1 : E ′ × E ′ −→ E × E
con la forma η es una forma bilineal sime´trica no nula η ◦ (ϕ−1 × ϕ−1) en E ′.
Definicio´n 2.43. A esta forma η ◦ (ϕ−1 × ϕ−1) la llamamos imagen de Q por f
que tambie´n designamos f(Q).
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Definicio´n 2.44. Sea e0, ..., en una base de F , sea Q = [η]. Llamamos matriz de la
cua´drica Q relativa a esta base, a la matrizη(e0, e0) . . . η(e0, en)... . . . ...
η(en, e0) . . . η(en, en)

Llamamos ecuacio´n de una cua´drica relativa a una referencia ∆, a la condicio´n de
que un punto cualquiera x pertenezca a la cua´drica
(x0..., xn)
η(e0, e0) . . . η(e0, en)... . . . ...
η(en, e0) . . . η(en, en)

x0...
xn
 = 0
Donde esta matriz es la matriz de la cua´drica relativa a una base adaptada a la
referencia ∆.
2.10. Conjugacio´n respecto a una cua´drica
Definicio´n 2.45. El punto p = [u] es conjugado de q = [v] respecto a la cua´drica
Q = [η] si y so´lo si η(u, v) = 0.
Observacio´n 2.46. Debido a la simetr´ıa de la forma η, el punto p es conjugado de
q respecto a la cua´drica Q si y so´lo si q es conjugado de p respecto a la cua´drica Q.
Proposicio´n 2.47. (Invariancia de la conjugacio´n) Sea f : Pn −→ P′n una pro-
yectividad y Q una cua´drica de Pn, entonces los puntos p, q de Pn son conjugados
respecto Q si y so´lo si los puntos f(p), f(q) son conjugados respecto f(Q).
Demostracio´n. Sean f = [ϕ], Q = [η], f(Q) = [η ◦ (ϕ−1 × ϕ−1)], p = [u], q = [v].
Utilizamos que
η(u, v) = η ◦ (ϕ−1 × ϕ−1)(ϕ(u), ϕ(v)) = 0

Definicio´n 2.48. Sean l una recta y Q una cua´drica de un espacio proyectivo Pn.
Se dice que l es tangente a Q si y so´lo si Q∩ l es o bien l o bien es un par de puntos
coincidentes.
En caso contrario diremos que l es una cuerda de Q y los puntos de interseccio´n de
l con Q los llamaremos extremos de la cuerda.
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Teorema 2.49. Considerando la conjugacio´n respecto a una cua´drica Q:
Figura 4. Conjugacio´n respecto una cua´drica
(a) Un punto p es conjugado de s´ı mismo si y so´lo si pertenece a la cua´drica.
(b) Dos puntos diferentes p y q, p ∈ Q, son conjugados si y so´lo si la recta pq es
tangente a Q en p.
(c) Dos puntos diferentes p y q, p 6∈ Q, q 6∈ Q, son conjugados respecto a Q si y
so´lo si la recta pq es una cuerda de Q y el par p, q divide armo´nicamente los
extremos de la cuerda pq.
Demostracio´n. Ver [2], seccio´n 6.4. 
Definicio´n 2.50. Dada una cua´drica Q y un punto cualquiera p ∈ Pn, consideramos
el conjunto:
Hp,Q = {q ∈ Pn| p y q son conjugados}
Pueden darse las siguientes situaciones:
(a) Hp,Q = Pn. El punto p se dice un punto doble de la cua´drica Q.
(b) Hp,Q es un hiperplano de Pn. Este hiperplano es conocido como el hiperplano
polar de p respecto a la cua´drica Q.
Definicio´n 2.51. Una cua´drica Q se llama no degenerada si no contiene ningu´n
punto doble. Se llama degenerada si contiene al menos un punto doble.
Definicio´n 2.52. Sea Q una cua´drica no degenerada. La accio´n de asignar a cada
punto su hiperplano polar, define la aplicacio´n biyectiva polaridad relativa a Q
PQ : Pn ←→ P∨n
p ←→ Hp,Q
donde P∨n es el espacio dual (o espacio de los hiperplanos) de Pn.
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Notacio´n 2.53. Sea Q una cua´drica no degenerada en un espacio proyectivo de
dimensio´n n = 2. A cada punto p del espacio proyectivo le corresponde una recta
por la aplicacio´n PQ, a esta recta se le llama recta polar de p respecto a Q. A su
vez, a cada recta r del espacio proyectivo le corresponde un punto por P−1Q , a este
punto se le llama polo de r respecto la cua´drica Q.
Proposicio´n 2.54. Una cua´drica Q y su polaridad PQ tienen la misma matriz
relativa a cualquier referencia fijada.
Demostracio´n. Ver [2] seccio´n 6.5. 
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3. Cua´drica del absoluto
3.1. Cua´drica del absoluto
En este cap´ıtulo veremos co´mo tratar temas me´tricos en un contexto proyectivo.
Trabajaremos con el espacio proyectivo An, clausura proyectiva del espacio af´ın An.
Consideramos el espacio eucl´ıdeo (o espacio af´ın con producto escalar) definido por
la terna (An, F, T ), donde
An es un espacio af´ın (n ≥ 2)
F es el espacio vectorial asociado a An
T es una forma bilineal en F definida positiva y sime´trica, llamada producto
escalar.
Definicio´n 3.1. El hiperplano impropio de An, H∞, es un espacio proyectivo con
espacio vectorial asociado F . Por lo tanto el producto escalar T define una cua´drica
en H∞. Esta cua´drica K = [T ] se llama cua´drica del absoluto, y sera´ la que nos
permitira´ controlar las cuestiones me´tricas en An.
Por lo tanto partimos del espacio af´ın eucl´ıdeo (An, F, T ) y para poder tratar
cuestiones me´tricas dentro de su clausura proyectiva, trabajaremos con la terna
(An, H∞,K).
Observacio´n 3.2. Fijada una referencia af´ın ortonormal, trabajamos con la re-
ferencia proyectiva asociada. Entonces la cua´drica del absoluto tendra´ ecuacio´n
K : x21 + ...+ x
2
n = 0
Observacio´n 3.3. La cua´drica del absoluto K no tiene puntos reales, ya que el
producto escalar T es definido positivo, es decir T (v, v) > 0 ∀v ∈ F . Adema´s,
como no tiene puntos reales, no tiene puntos dobles y por tanto es una cua´drica no
degenerada.
Una variedad lineal af´ın L es un espacio af´ın, con espacio director asociado su
subespacio director FL. Por lo tanto se convierte en espacio eucl´ıdeo tomando la
restriccio´n T|FL como su producto escalar. Esta propiedad af´ın la traducimos a
te´rminos proyectivos en la siguiente observacio´n.
Observacio´n 3.4. Si dim L ≥ 2, la cua´drica del absoluto de L es la seccio´n de la
cua´drica del absoluto de An con la parte impropia de L.
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Teorema 3.5. Una cua´drica de un espacio eucl´ıdeo An, no degenerada, con puntos
reales y que contiene a la cua´drica del absoluto es una esfera, y rec´ıprocamente.
Demostracio´n. Fijada una referencia ortonormal de An, utilizaremos coordenadas
homoge´neas en la referencia proyectiva asociada.
La cua´drica del absoluto en la referencia fijada tendra´ ecuacio´n
x21 + ...+ x
2
n = 0
Sea la ecuacio´n de Q
n∑
i,j=0
ai,jxixj = 0
hacemos la interseccio´n de Q con el hiperplano del infinito (x0 = 0), tendremos que
Q contiene a la cua´drica del absoluto si y so´lo si
n∑
i,j=1
ai,jxixj = 0
es la ecuacio´n trivial 0 = 0 o es proporcional a x21 + ...+ x
2
n.
Por tanto la ecuacio´n de Q queda
λ(x21 + ...+ x
2
n) + 2
∑
1<j≤n
a0,jx0xj + a0,0x
2
0 = 0
Si λ = 0 es una cua´drica degenerada, por tanto suponemos λ 6= 0. Dividimos la
ecuacio´n por λ y hacemos ai = a0,j/λ, a = a0,0/λ y obtenemos la ecuacio´n
x21 + ...+ x
2
n + 2
n∑
i=1
aix0xi + ax
2
0 = 0
para a1, ..., an, a ∈ R, no todos cero.
Pasamos de coordenadas homoge´neas a coordenadas afines haciendo Xi = xi/x0 y
la ecuacio´n de Q queda
X21 + ...+X
2
n + 2
n∑
i=1
aiXi + a = 0
que completando cuadrados quedara´
(X1 + a1)
2 + ...+ (Xn + an)
2 = −a+ a21 + ...+ a2n
La cua´drica definida por Q es degenerada si y so´lo si −a+ a21 + ...+ a2n = 0. Por lo
tanto, como Q es no degenerada, −a+ a21 + ...+ a2n 6= 0.
Por otro lado, si Q tiene puntos reales entonces −a + a21 + ... + a2n > 0. Adema´s la
ecuacio´n de Q es la condicio´n de que el punto propio (X1, ..., Xn) este´ a distancia
−a + a21 + ... + a2n > 0 del punto (−a1, ...,−an). Por lo tanto la cua´drica Q es una
esfera con centro C = (−a1, ...,−an) y radio R =
√
−a+ a21 + ...+ a2n.
El rec´ıproco se obtiene mediante el mismo argumento. 
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3.2. Puntos c´ıclicos
Observacio´n 3.6. Supongamos que trabajamos en dimensio´n n = 2. Tomamos una
referencia proyectiva asociada a una referencia af´ın ortonormal. El absoluto K tiene
ecuacio´n x21 +x
2
2 = 0, y por tanto K es el par de puntos imaginarios [0, 1, i], [0, 1,−i]
de la recta impropia de A2.
Definicio´n 3.7. Estos puntos se llaman puntos c´ıclicos, y se denotan {I, J}. La
razo´n de este nombre viene del Teorema 3.5 aplicado al plano (n = 2).
3.3. Ortogonalidad
El concepto de perpendicularidad en An se puede traducir a conjugacio´n respecto
la co´nica del absoluto. Es lo´gico que la perpendicularidad se controle en el infinito,
ya que so´lo depende de las direcciones o puntos impropios de las rectas. Como es
de esperar, no podremos calcular el perpendicular a un punto propio; K es una
cua´drica en el hiperplano del infinito y por tanto so´lo podemos conjugar puntos del
infinito.
Proposicio´n 3.8. Dos puntos p, q ∈ H∞ son direcciones ortogonales si y so´lo si
son puntos conjugados respecto a la cua´drica del absoluto K.
Demostracio´n. Las direcciones p = [v] y q = [w] son perpendiculares si lo son sus
vectores representantes, es decir T (v, w) = 0, que es la misma condicio´n que se ha
de cumplir para que p y q sean conjugadas respecto K = [T ]. 
Corolario 3.9. Utilizando el Teorema 2.49, podemos decir que dos rectas de un
plano son perpendiculares si y so´lo si sus puntos impropios dividen armo´nicamente
los puntos c´ıclicos del plano.
Observacio´n 3.10. En la me´trica eucl´ıdea no hay direcciones perpendiculares a
s´ı mismas ya que, sea p = [v] ∈ H∞
v ⊥ v ⇔ T (v, v) = 0
pero el producto escalar T es definido positivo, por lo tanto T (v, v) > 0 ∀v ∈ F .
Definicio´n 3.11. Dos variedades lineales afines se dicen variedades ortogonales
cuando dos vectores cualesquiera de sus respectivos espacios directores son ortogo-
nales.
Estudiaremos la ortogonalidad en An, para el caso en el que la dimensio´n sea n = 3.
Los subespacios directores de las variedades lineales afines definen sus partes im-
propias, por tanto esta definicio´n de ortogonalidad en un espacio af´ın de dimensio´n
n = 3 se traduce en te´rminos proyectivos al siguiente corolario.
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Corolario 3.12. Sea A3, su hiperplano del infinito H∞ tiene dimensio´n 2, y por
tanto aqu´ı la ortogonalidad se reduce a dos casos:
(1) Dos rectas son perpendiculares si y so´lo si el punto impropio de una es con-
jugado, respecto del absoluto K, del punto impropio de la otra.
(2) Una recta r es perpendicular a un plano pi si y so´lo si el punto impropio de
la recta ·r es el polo, respecto del absoluto K, de la recta impropia del plano
pi, o tambie´n si la recta impropia del plano pi es la recta polar, respecto del
absoluto K, del punto impropio de la recta r.
Observacio´n 3.13. Existe una excepcio´n para la Definicio´n 3.11 de ortogonalidad.
Es habitual llamar ortogonales a dos hiperplanos de An cuando las rectas perpen-
diculares a cada uno de los planos son ortogonales entre ellas. En un espacio af´ın
de dimensio´n n = 3 esta definicio´n de ortogonalidad se traduce, en te´rminos pro-
yectivos, al siguiente corolario.
Corolario 3.14. Dos planos H y H ′ de A3 son perpendiculares si y so´lo si los
polos (relativos al absoluto K) de las respectivas rectas impropias de H y H ′ son
conjugados respecto de K.
3.4. Fo´rmula de Laguerre
El a´ngulo, que es un nu´mero real que mide la posicio´n relativa entre las direcciones
de dos rectas, es uno de los elementos ba´sicos de la geometr´ıa me´trica. La fo´rmula
de Laguerre establece una relacio´n entre esta propiedad me´trica y su traduccio´n a
geometr´ıa proyectiva; expresa el a´ngulo en te´rminos de la razo´n doble, que es un
invariante proyectivo.
Tomamos como a´ngulo de dos rectas propias de An, el a´ngulo entre sus partes
propias, sin tener en cuenta su signo.
Teorema 3.15 (Fo´rmula de Laguerre). Sean l1 y l2 dos rectas cualesquiera de un
plano eucl´ıdeo A2. El a´ngulo entre las rectas l1 y l2 es
l̂1l2 = ± 1
2i
log(I, J, q1, q2)
donde q1 y q2 son los puntos impropios de l1 y l2 respectivamente.
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Demostracio´n. Si las rectas son paralelas, q1 = q2 y por tanto la razo´n doble sera´ 1.
Supongamos entonces que las rectas l1 y l2 se intersecan en un punto O. Toma-
mos una referencia af´ın ortonormal, con origen O y primer eje l1, trabajamos con
su referencia proyectiva asociada ∆. Las coordenadas de la direccio´n de l2 sera´n
[0, cosα, sinα] en la referencia ∆. Como la referencia ∆ es ortonormal, por la ob-
servacio´n 3.6, tenemos que I = [0, 1,−i] y J = [0, 1, i]. Tomamos la referencia ∆,
inducida por ∆ sobre la recta impropia, y las coordenadas de cada punto quedara´n
I = [1,−i] J = [1, i] q1 = [1, 0] q2 = [cosα, sinα]
Calculando la razo´n doble de estos cuatro puntos tendremos
(I, J, q1, q2) =
−i
i
:
−i cosα− sinα
i cosα− sinα =
cosα + i sinα
cosα− i sinα = e
2αi
y despejando α de la ecuacio´n, obtenemos la fo´rmula de Laguerre. 
Figura 5. Demostracio´n de la fo´rmula de Laguerre
Observacio´n 3.16. Si en la demostracio´n anterior hacemos la otra eleccio´n de
puntos c´ıclicos, tal que I = [0, 1, i] y J = [0, 1,−i], el a´ngulo que obtenemos cambia
de signo respecto al obtenido si la eleccio´n es I = [0, 1,−i] y J = [0, 1, i]. Por tanto
cada eleccio´n de orden de I, J se corresponde con una orientacio´n del plano.
Observacio´n 3.17. Sean ahora l1 y l2 dos rectas cualesquiera de An, con n > 2.
Calculamos el a´ngulo entre estas dos rectas tomando una paralela a una de ellas
que se interseque con la otra y aplicando la fo´rmula de Laguerre a estas dos rectas
que s´ı se intersecan y por tanto contenidas en un plano.
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Teorema 3.18. Sea f : An −→ A′n una afinidad entre espacios eucl´ıdeos An y A′n,
las siguientes condiciones son equivalentes (sin tener en cuenta signos de a´ngulos)
(1) l̂1l2 = ̂f(l1)f(l2) para rectas cualesquiera l1, l2
(2) l1 es perpendicular a l2⇔ f(l1) es perpendicular a f(l2) para rectas cualesquiera
l1, l2
(3) f |H∞(K) = K′
donde K y K′ son el absoluto de An y A′n respectivamente.
Demostracio´n. (1)⇒(2) es inmediato.
Para demostrar (2) ⇒(3) utilizaremos la propiedad de que si las conjugaciones
respecto dos cua´dricas Q y Q′ coinciden, entonces Q = Q′. Sean q1, q2 direccio-
nes de l1, l2 respectivamente, conjugadas respecto K, y por tanto f(q1) y f(q2)
sera´n conjugadas respecto a f(K) por ser la conjugacio´n un invariante proyectivo
(Proposicio´n 2.47). Por tanto, por la propiedad que hemos enunciado anteriormente
f(K) = K′.
Supongamos que se cumple (3), y sean q1, q2 dos puntos impropios cualesquiera. Si
{I, J} es la seccio´n de K con q1q2, entonces {f(I), f(J)} sera´ la seccio´n de K′ con
f(q1)f(q2), ya que f(K) = K
′. Entonces por la invariancia proyectiva de la razo´n
doble, y la fo´rmula de Laguerre, tenemos (1). 
Definicio´n 3.19. Las afinidades que conservan a´ngulos (sin tener en cuenta signo)
se llaman semejanzas.
19
4. Perspectiva
4.1. Introduccio´n
El objetivo de la perspectiva es, fijado un punto de vista, representar una figura
tridimensional sobre una superficie plana. En medida de lo posible, se intenta que
esta representacio´n produzca en el ojo de un observador, convenientemente situado,
la misma impresio´n que producir´ıa la figura.
Entre el punto de vista, que designaremos O, donde se supone colocado el ojo del
observador, y el objeto a representar, se coloca una superficie plana, considerada
transparente, que llamaremos plano del cuadro Π. Cada punto del objeto env´ıa
al ojo un rayo rectil´ıneo que llega al cristalino, es el rayo visual del punto. La
representacio´n de un punto es la interseccio´n de su rayo visual con el plano del
cuadro.
Una representacio´n obtenida de esta manera se conoce como una perspectiva.
Figura 6. Visio´n binocular. Cada ojo del espectador capta una perspectiva ligera-
mente diferente a la del otro ojo, esta informacio´n es combinada y procesada en el
cerebro para obtener informacio´n de profundidad. Es por esto que un solo dibujo no
puede conservar exactamente la apariencia del objeto. Para tener una representacio´n
exactamente igual a lo que percibimos con la vista habr´ıa que hacer dos perspec-
tivas y mostrar a cada ojo su correspondiente dibujo, utilizando un estereoscopio.
Imagen de [12].
En este cap´ıtulo consideraremos la representacio´n que se obtiene mirando desde un
u´nico ojo, en el que situaremos el punto de vista O de la perspectiva.
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4.2. Definiciones y nociones generales
Supongamos que nuestro espacio ambiente es un espacio eucl´ıdeo tridimensional A3.
Trabajaremos sobre la clausura proyectiva A3 de A3, el plano impropio de A3 se de-
signara´ pi∞, por lo tanto A3 = A3 ∪ pi∞. Los puntos podra´n ser propios o impropios
y a partir de ahora se hablara´ indistintamente de direcciones o puntos impropios.
Para definir una perspectiva fijaremos un plano propio Π, llamado plano del cuadro,
con frecuencia este plano es perpendicular al plano del suelo, aunque aqu´ı estudia-
remos el caso general que no sea necesariamente perpendicular. Fijaremos tambie´n
el punto de vista que designaremos O.
Figura 7. Elememtos ba´sicos de una perspectiva
21
Proyectando desde O y haciendo la seccio´n con Π definimos una aplicacio´n ψ que
llamaremos perspectiva, que nos determina la representacio´n del objeto considerado.
ψ : A3 − {O} −→ Π
p 7−→ (p ∨O) ∩ Π = p˜
A la imagen p˜ = ψ(p) de un punto p se le llama representacio´n de p. La aplicacio´n
ψ no es inyectiva, hay infinitos puntos cuya representacio´n es p˜, todos los puntos
en el rayo visual de p.
Cuando se comienza a dibujar una perspectiva sobre el plano del cuadro, primero
de todo se fijan sobre Π los siguientes elementos, que ma´s adelante explicaremos
detalladamente:
punto principal F
Cı´rculo de distancia D
L´ınea del horizonte
Llamamos l´ınea de vista a la perpendicular al plano del cuadro por O. Si hacemos la
interseccio´n de la l´ınea de vista con el plano del cuadro, obtenemos el punto F , que
llamaremos punto principal, y a la distancia FO la designaremos como d o como
distancia focal de aqu´ı en adelante. A la circunferencia de centro F y radio d le
llamaremos c´ırculo de distancia y lo designaremos D.
La representacio´n del punto impropio de una recta se conoce como punto de fuga de
la recta. La representacio´n de la recta impropia de un plano se conoce como recta
de fuga del plano.
Los planos paralelos al suelo se llaman planos horizontales. La recta de fuga de los
planos horizontales se conoce como l´ınea del horizonte, y como ya hemos visto, es
uno de los elementos que se situ´an sobre el plano del cuadro al empezar a dibujar.
4.3. Invariancia af´ın y me´trica
Considerando la restriccio´n de ψ sobre un plano cualquiera pi de A3 que no pase
por O obtenemos la perspectividad
ψ|pi : pi −→ Π
que, por tanto, por la Proposicio´n 2.36, es una proyectividad. Las propiedades pro-
yectivas de cualquier figura en pi se mantendra´n en su representacio´n. Por ejemplo
las rectas concurrentes se representara´n como rectas concurrentes, y los puntos ali-
neados como puntos alineados. Sin embargo, en general, en la representacio´n no se
conservan las propiedades afines y me´tricas de pi. Primero veamos en que´ casos ψpi
es una semejanza.
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Proposicio´n 4.1. Si el plano pi es paralelo al plano del cuadro, entonces ψ|pi es
una semejanza, en caso contrario, ψ|pi no es una afinidad.
Demostracio´n. Sea r∞ la recta impropia de pi, s∞ la recta impropia de Π. Si pi es
paralelo a Π, la recta impropia de pi coincide con la de Π. ψ|pi deja invariantes los
puntos de esta recta, por tanto ψ|pi es una semejanza, por el Teorema 3.18.
Supongamos ahora que ψ|pi es una afinidad, entonces O∨ r∞ ∩Π = s∞, y por tanto
s∞ ⊂ O ∨ r∞. Por otro lado, s∞ ⊂ Π∞. La recta r∞ tambie´n cumple r∞ ⊂ O ∨ r∞
y r∞ ⊂ Π∞. Por tanto, las rectas r∞ y s∞ pertenecen a dos planos Π∞ y O ∨ r∞,
distintos por ser O punto propio, por tanto r∞ = s∞. 
Por tanto, si el plano pi es paralelo al plano del cuadro, la representacio´n de figu-
ras en pi conserva los a´ngulos y proporciones. Sin embargo, si no es paralelo estas
propiedades no se conservan. La pregunta es co´mo se ven modificadas. Para resol-
ver este problema expresaremos las propiedades afines y me´tricas como relaciones
proyectivas con el absoluto, y utilizaremos la invariancia proyectiva para identificar
estas relaciones despue´s de aplicar ψ.
4.4. Paralelismo
Considerando la restriccio´n de ψ sobre pi∞, plano impropio de A3, obtenemos la
perspectividad
ψ|pi∞ : pi∞ −→ Π
que, por tanto, es una proyectividad. Las relaciones de incidencia entre puntos y
rectas de pi∞ se mantienen en la representacio´n por ser proyectividad.
Definicio´n 4.2. Dos variedades lineales afines se dicen paralelas si y so´lo si sus espa-
cios directores afines esta´n incluidos uno de ellos en el otro. En te´rminos proyectivos,
dos variedades lineales afines sera´n paralelas si y so´lo si sus partes impropias esta´n
incluidas una en la otra.
Proposicio´n 4.3. (a) Dos rectas de A3 son paralelas si y so´lo si tienen el mismo
punto de fuga.
(b) Dos planos de A3 son paralelos si y so´lo si tienen la misma recta de fuga.
(c) Una recta y un plano son paralelos si y so´lo si el punto de fuga de la recta
pertenece a la recta de fuga del plano.
Proposicio´n 4.4. (a) Una recta de A3 es paralela al plano del cuadro si y so´lo
si su punto de fuga es un punto impropio del plano del cuadro.
(b) Un plano de A3 es paralelo al plano del cuadro si y so´lo si su recta de fuga es
la recta impropia del plano del cuadro.
Demostracio´n. Por ser ψ proyectividad se conservan las inclusiones de rectas y
puntos. 
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Los siguientes corolarios se deducen de la Proposicio´n 4.4, el segundo adema´s utiliza
la Proposicio´n 4.1.
Corolario 4.5. Dos rectas paralelas, no coincidentes, se representan como rectas
paralelas sobre el plano del cuadro si y so´lo si son paralelas al plano del cuadro.
Corolario 4.6. Si un plano pi de A3 es paralelo al plano del cuadro Π, entonces dos
rectas cualesquiera paralelas de pi sera´n representadas como rectas paralelas sobre
el plano del cuadro.
A su vez, si dos pares de rectas paralelas de un plano pi, en dos direcciones diferentes,
son representadas como pares de rectas paralelas sobre el plano del cuadro, entonces
pi es un plano paralelo al plano del cuadro.
4.5. Dividir un segmento en perspectiva
En este apartado se demuestra co´mo dividir un segmento dibujado en perspectiva,
dada una razo´n simple. Un caso particular de esto es dividir un segmento en partes
iguales.
Proposicio´n 4.7. Sea l una recta de A3 cuya representacio´n se quiere dividir dada
una proporcio´n. Supongamos que l no pasa por O. Sea l˜ la representacio´n de l y
p ∈ l˜ su punto de fuga. Fijamos un punto propio q ∈ Π, q 6∈ l˜, y una recta propia
s ∈ Π, tal que s es paralela (no coincidente) a pq. Como q 6∈ s podemos considerar
la perspectividad ϕ : l −→ s con centro q. Entonces, la composicio´n ϕ◦ψ|l : l −→ s
es una afinidad.
Figura 8. Vista en perspectiva de la divisio´n de un segmento.
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Demostracio´n. Como l no pasa por O, su representacio´n l˜ es una recta en Π. La
aplicacio´n ψ|l : l −→ l˜ es una perspectividad con centro O, y por tanto una proyec-
tividad. ϕ tambie´n es una proyectividad, por lo cual la composicio´n ϕ ◦ ψ|l tambie´n
sera´ una proyectividad. Para demostrar que es una afinidad hay que ver que env´ıa
el punto impropio al punto impropio. Por definicio´n de punto de fuga, ψ|l env´ıa el
punto impropio de l a p. A su vez ϕ env´ıa p al punto impropio de pq por ser rectas
paralelas. Por lo tanto la composicio´n ϕ ◦ ψ|l env´ıa el punto impropio de l al punto
impropio de s y entonces es una afinidad. 
De la anterior proposicio´n se deduce el siguiente corolario que nos permite repre-
sentar tres puntos alineados, con una razo´n simple dada entre ellos. A su vez, nos
permite calcular la razo´n simple de tres puntos alineados (no alineados con O) a
partir de sus representaciones.
Corolario 4.8. Sean p1, p2, p3 tres puntos diferentes de una recta l, p˜1, p˜2, p˜3 ∈ l˜
sus respectivas representaciones sobre el plano del cuadro. Entonces
(p1, p2, p3) = (ϕ(p˜1), ϕ(p˜2), ϕ(p˜3))
con la notacio´n de la proposicio´n anterior.
4.6. Ortogonalidad
La ortogonalidad depende de la co´nica del absoluto K. Para poder estudiar la
ortogonalidad en el plano del cuadro Π, har´ıa falta obtener la representacio´n ψ(K)
de la co´nica del absoluto. Sin embargo, ψ(K) no tiene puntos reales, por lo que
no se puede manejar fa´cilmente. Trabajaremos con otros objetos que contienen la
misma informacio´n que el absoluto K y que s´ı se pueden representar sobre el plano
del cuadro.
Sea L∞ la recta impropia del plano del cuadro, {I, J} el par de puntos c´ıclicos
del plano del cuadro y F ′ la direccio´n ortogonal al plano del cuadro. Entonces,
K∩L∞ = {I, J}. Adema´s F ′ es el polo respecto a K de la recta L∞, y por lo tanto
F ′ 6∈ L∞. Entonces podemos considerar la homolog´ıa armo´nica h, con centro F ′ y
eje L∞.
Proposicio´n 4.9. Existe una u´nica co´nica no degenerada C de pi∞ tal que
(a) PK = PC ◦ h, donde PK,PC son las polaridades relativas a K y a C respec-
tivamente
pi∞
PK //
h

pi∨∞
pi∞
PC
==
(b) C tiene puntos reales
(c) K y C son bitangentes en {I, J}
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Demostracio´n. Primero demostramos la existencia de C. Para ello tomamos en pi∞
una referencia ∆ = (p0, p1, p2;U), tal que sea autopolar respecto K (es decir pi, pj
conjugados respecto K para i 6= j) con p0 = F ′ y por tanto p1, p2 ∈ L∞. Elegimos
el punto unidad U de manera que la ecuacio´n reducida de K sea x20 + x
2
1 + x
2
2 = 0.
En esta referencia, la homolog´ıa h de razo´n -1, recta de puntos fijos x0 = 0 y centro
F ′, tendra´ matriz −1 0 00 1 0
0 0 1

Sea C la cua´drica con ecuacio´n −x20 +x21 +x22 = 0, cua´drica no degenerada (ya que el
det de la matriz de C es 6= 0) y con puntos reales. Por la Proposicio´n 2.54 sabemos
que las matrices de las cua´dricas coinciden con la matriz de sus polaridades, y por
lo tanto la condicio´n (a) se cumple debido a la igualdad de matrices1 0 00 1 0
0 0 1
 =
−1 0 00 1 0
0 0 1
−1 0 00 1 0
0 0 1

Para demostrar (c) primero veremos que la ecuacio´n de L∞ es x0 = 0 en la
referencia ∆, por tanto {I, J} = {[0, 1, i], [0, 1,−i]}. Observamos que K ∩ L∞ =
C ∩ L∞ = {I, J}, adema´s F ′ es el conjugado de L∞ respecto ambas cua´dricas K y
C, por tanto las tangentes de K y C en I, J coinciden. 
La cua´drica C y la homolog´ıa h s´ı se pueden representar en el plano del cuadro,
y nos permitira´n controlar fa´cilmente la condicio´n de ortogonalidad a partir de los
puntos de fuga.
Notacio´n 4.10. Llamaremos ψ∞ a la proyectividad ψ|pi∞ : pi∞ −→ Π
Proposicio´n 4.11. Las representaciones sobre el plano del cuadro de los elementos
ma´s importantes al estudiar ortogonalidad son los siguientes
(a) La representacio´n ψ∞(F ′) es el punto principal F .
(b) La representacio´n ψ∞(C) es el c´ırculo de distancia D.
(c) La representacio´n ψ∞ ◦ h ◦ ψ−1∞ de h es la simetr´ıa central respecto a F que
designaremos SF .
Demostracio´n. La demostracio´n de (a) es inmediata por definicio´n de ψ.
Para demostrar (b) primero observamos que C es no degenerada real y por tanto
su representacio´n D tambie´n lo sera´. Adema´s C ∩ L∞ = {I, J} y como ψ|L∞ = Id
entonces D ∩ L∞ = {I, J}. Por lo tanto D es una circunferencia. Como C y K son
bitangentes en {I, J}, F ′ es el polo de L∞ respecto C. Debido a la invariancia por
proyectividades de la conjugacio´n (Proposicio´n 2.47), tendremos que F = ψ∞(F ′) es
el polo de L∞ = ψ∞(L∞) respecto D = ψ∞(C). De aqu´ı es fa´cil demostrar que F es
el centro de D. Para demostrar que el radio de D es la distancia OF , necesitaremos
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demostrar primero la Proposicio´n 4.12 que viene a continuacio´n.
Para demostrar (c) primero observamos que SF deja invariantes F (foco de h) y
L∞ o recta de puntos impropios (eje de h). Por otro lado, sea un punto propio
cualquiera q ∈ Π, q 6= F , sea q′ = Fq ∩ L∞, entonces
(q, SF (q), F, q
′) = (ψ−1(q), h(ψ−1(q)), F ′, q′) = −1
ya que h es una homolog´ıa armo´nica. Por lo tanto, SF es una homolog´ıa armo´nica
de eje L∞ y foco F . Adema´s, utilizando la Proposicio´n 2.27 y la Observacio´n 2.26:
(q, SF (q), F, q
′) = −1
(q, SF (q), F ) = −1
por tanto se cumple que F es el punto medio de q y SF (q), es decir SF es la simetr´ıa
central de centro F . 
Proposicio´n 4.12. Controlamos la perpendicularidad en el plano del cuadro Π
mediante las siguientes proposiciones:
(a) Dos puntos del plano del cuadro p y p′ son puntos de fuga de rectas ortogonales
si y so´lo si cualquiera de ellos es conjugado respecto a D de la imagen por SF
del otro punto.
(b) La recta de fuga de los planos perpendiculares a una recta con punto de fuga
p, es la imagen por SF de la recta polar de p respecto a D.
Demostracio´n. Para demostrar (a), utilizamos la propiedad de invariancia de la
conjugacio´n (Proposicio´n 2.47), p′ es conjugado respecto D de SF (p), si y so´lo si
ψ−1∞ (p
′) es conjugado respecto C de ψ−1∞ (SF (p)) = h(ψ
−1
∞ (p)), que por la Proposicio´n
4.9, es equivalente a decir que ψ−1∞ (p
′) es conjugado respecto K de ψ−1∞ (p), es decir
que son direcciones ortogonales.
El apartado (b) es consecuencia directa de lo que acabamos de demostrar. 
Figura 9. r es la recta de fuga de planos ortogonales a las rectas con punto de fuga p
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En la Proposicio´n 4.12 hemos visto que la recta de fuga de los planos ortogonales
a una recta con punto de fuga p es SF (Hp,D), es decir, la recta sime´trica, respecto
F , de la recta polar de p respecto D. Esta recta se conoce como antipolar de p.
Demostracio´n. Podemos demostrar ahora el apartado (b) de la Proposicio´n 4.11.
Sean p y p′ los extremos de un dia´metro de D, observamos que las rectas Op y Op′
tienen como puntos de fuga p y p′ y por la Proposicio´n 4.12, son rectas ortogonales.
Por lo tanto el tria´ngulo pOp′ tiene un a´ngulo recto en O y p, p′ son extremos de
un dia´metro, entonces por semejanza de tria´ngulos, la altura del tria´ngulo pOp′
coincide con el radio de D. 
Figura 10. Demostracio´n del apartado (b) de la Proposicio´n 4.11
Observacio´n 4.13. En la demostracio´n anterior hemos visto que los a´ngulos p̂OF =
p̂′OF = 45o, para los puntos p, p′ extremos de un dia´metro cualquiera de D. Esto
quiere decir que los puntos de D son los puntos de fuga de las rectas que forman
45o con la l´ınea de vista. En el caso de que el plano del cuadro es perpendicular al
plano horizontal, la interseccio´n del c´ırculo de distancia con la l´ınea de horizonte
son los puntos de fuga de las rectas horizontales que forman 45o con la l´ınea de
vista. Estos puntos se conocen como puntos de fuga diagonales.
Podremos hacer una construccio´n ma´s sencilla de la antipolar de un punto una vez
demostrada la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 4.14. Sea p ∈ Π, p 6= F , la antipolar de p es perpendicular a la recta
Fp y la interseca en un punto q que es
para p impropio q = F
para p punto propio se cumple que d(F, p)d(F, q) = d2, donde F esta´ entre q
y p, y donde d es la distancia focal.
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Demostracio´n. Tomamos una referencia ortonormal af´ın en Π, con origen F y el eje
Y = 0 pasando por p. En esta referencia D tendra´ ecuacio´n −d2 + X2 + Y 2 = 0.
Tomando la referencia proyectiva asociada, tendremos que el punto p que tiene
coordenadas afines (α, 0), tendra´ coordenadas proyectivas [1, α, 0]. La recta polar
de p la obtenemos de
(1, α, 0)
−d2 0 00 1 0
0 0 1
 1X
Y
 = 0
y por tanto tendra´ ecuacio´n −d2 + αX = 0. Por tanto la recta antipolar, que es
la recta sime´trica respecto al eje X = 0, tendra´ ecuacio´n d2 + αX = 0. El punto
q, interseccio´n de la recta Fp y la recta antipolar de p, tendra´ coordenadas afines
q = (−d2/α, 0). Ahora comprobamos que se cumple
d(F, p)d(F, q) = α(d2/α) = d2

Figura 11. Demostracio´n de la Proposicio´n 4.14
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Corolario 4.15. Sea p ∈ Π, P 6= F , sea M uno de los extremos del dia´metro de D
perpendicular a la recta Fp. Sea s la recta por M , perpendicular a la recta Mp y
q = s ∩ Fp. Entonces, la recta antipolar de p sera´ la recta perpendicular a Fp por
q.
Figura 12. Construccio´n de la recta antipolar mediante perpendiculares
Demostracio´n. Por la Proposicio´n 4.14, sabemos que la recta antipolar es la u´nica
perpendicular a la recta Fp y que la intereseca en un punto q tal que d(F, p)d(F, q) = d2,
quedando F entre q y p. Comprobamos que la construccio´n propuesta cumple esta
propiedad. Observamos en el dibujo que los tria´ngulos pFM y qFM son semejantes,
y por tanto
Fp
FM
=
FM
Fq
y de aqu´ı obtenemos d2 = d(FM)2 = d(F, p)d(F, q). Adema´s observamos que F
queda entre q y p. 
Observacio´n 4.16. La construccio´n del Corolario 4.15 se puede invertir para ob-
tener un punto p 6= F a partir de su antipolar, es decir, el punto de fuga de las
rectas perpendiculares a un plano dada su recta de fuga.
4.7. A´ngulos
En este apartado estudiaremos co´mo representar dos rectas bajo un determinado
a´ngulo. Tambie´n, a partir de la representacio´n de dos rectas, veremos co´mo hallar
el a´ngulo que forman estas dos rectas.
Observacio´n 4.17. Si dos rectas esta´n en un plano pi, paralelo al cuadro, el a´ngulo
que forman coincidira´ con el de su representacio´n, ya que por la Proposicio´n 4.1,
ψ|pi es una semejanza entre el plano pi y el plano del cuadro.
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Para rectas que no cumplan la condicio´n anterior, tendremos que hacer una cons-
truccio´n con un par de puntos llamados centros conformes.
Sea pi el plano (no paralelo al cuadro) que contiene a las rectas. Sea l∞ la recta
impropia de este plano y v su recta de fuga, v = ψ∞(l∞), que podemos dibujar en
el plano del cuadro ya que es una recta propia.
Definicio´n 4.18. Llamamos centros conformes al par de puntos obtenidos con la
siguiente construccio´n:
(1) Trazamos s, perpendicular a v por F . Sea q = v ∩ s.
(2) Sea q1 un punto propio cualquiera de v, q1 6= q y r su recta antipolar. Sea
q2 = r ∩ v.
(3) Trazar T , circunferencia de dia´metro q1q2. Entonces T ∩ s = {X1, X2} son los
centros conformes del plano pi.
Figura 13. Construccio´n de los centros conformes del plano pi. El a´ngulo que forman
las rectas con puntos de fuga p1 y p2 es el a´ngulo p̂1Xp2.
Observacio´n 4.19. (a) El punto q y el punto impropio q∞ de v son puntos de
fugas de rectas ortogonales, ya que la recta antipolar de q∞ es s, por la Pro-
posicio´n 4.14.
(b) Por construccio´n, q1 y q2 son puntos de fuga de rectas ortogonales.
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Proposicio´n 4.20. Si X es uno de los centros conformes {X1, X2}, entonces para
dos rectas no paralelas cualesquiera l1, l2 en un plano pi, con puntos de fuga p1, p2,
se cumple
l̂1l2 = p̂1Xp2
Demostracio´n. Definimos la aplicacio´n g : l∞ −→ L∞, que es la composicio´n
f ◦ ψ∞|l∞ , donde ψ∞|l∞ es
ψ∞|l∞ : l∞ −→ v
y f es la perspectividad con centro X
f : v −→ L∞
p 7−→ (pX) ∩ L∞
Entonces, g es una proyectividad que env´ıa el punto impropio de una recta con
punto de fuga p, al punto impropio de la recta pX.
Sean {I ′, J ′} los puntos c´ıclicos de l∞. Utilizando la fo´rmula de Laguerre y la inva-
riancia de la razo´n doble (Prop. 2.22), si demostramos que {g(I ′), g(J ′)} = {I, J},
entonces tendremos que los a´ngulos entre dos direcciones coinciden con los a´ngulos
de sus ima´genes por g, demostrando as´ı la proposicio´n.
Sea τ la involucio´n de ortogonalidad en l∞, con puntos fijos {I ′, J ′}. En la observa-
cio´n anterior hemos hallado dos pares de puntos de fuga de direcciones ortogonales:
{q1, q2} y {q∞, q}
por lo tanto tendremos dos pares de puntos correspondientes por τ :
{ψ−1∞ (q1), ψ−1∞ (q2)} y {ψ−1∞ (q), ψ−1∞ (q∞)}
Entonces los puntos impropios de las rectas Xq1 y Xq2 y los puntos impropios de
las rectas Xq y Xq∞ son dos pares de puntos correspondientes por la involucio´n
g ◦ τ ◦ g−1 de L∞.
A su vez, son pares de direcciones ortogonales en Π:
la recta Xq1 es ortogonal a la recta Xq2 ya que q1q2X forman un tria´ngulo
circunscrito a una circunferencia de dia´metro q1q2, y por tanto es un tria´ngulo
recta´ngulo.
La recta Xq es perpendicular a Xq∞ ya que Xq = s y Xq∞ es paralela a v.
Por lo tanto la involucio´n g ◦ τ ◦ g−1 y la involucio´n de ortogonalidad de L∞
comparten dos pares de puntos correspondientes y por la Proposicio´n 2.34 son
involuciones iguales. Es fa´cil comprobar que {g(I ′), g(J ′)} son los puntos fijos de g
◦ τ ◦ g−1, y por tanto son los puntos fijos de la involucio´n de ortogonalidad en L∞,
entonces {g(I ′), g(J ′)} = {I, J}. 
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Proposicio´n 4.21. Sean dos rectas no paralelas cualesquiera l1, l2 en un plano pi,
con puntos de fuga p1, p2, sea X un punto de Π que cumple
l̂1l2 = p̂1Xp2
entonces X es uno de los centros conformes {X1, X2}.
Demostracio´n. Por un lado X cumple que las rectas Xq y Xq∞ son perpendicu-
lares, por tanto X ∈ s. Por otro lado X cumple que las rectas Xq1 y Xq2 son
perpendiculares, por tanto X estara´ en el arco capaz de 90o de q1q2 es decir en T .
Por tanto
X ∈ s ∩ T = {X1, X2}

Observacio´n 4.22. Esta u´ltima proposicio´n demuestra que los centros conformes
no dependen de la eleccio´n de q1 para su construccio´n. Por lo tanto se habla de
los centros conformes del plano pi, ya que son u´nicos para cada plano. Los centros
conformes son los mismos para pi y todos los planos paralelos a pi.
Corolario 4.23. Sea pi un plano ortogonal al plano del cuadro, entonces su recta
de fuga v es un dia´metro del c´ırculo de distancia D y sus centros conformes son los
extremos del dia´metro de D ortogonal a v.
A partir de las representaciones de dos rectas en un mismo plano pi se puede hallar
el a´ngulo que forman originalmente. Para ello, una vez dibujado uno de los centros
conformes X del plano pi, se mide el a´ngulo que forman las rectas obtenidas al unir
sus puntos de fuga con X.
A su vez, se puede hallar el punto de fuga de una recta que forme un a´ngulo α con
otra recta dada, ambas en un plano pi. Para ello se traza una recta que forme un
a´ngulo α con pX y se interseca con v (recta de fuga de pi). Este punto de interseccio´n
es el punto de fuga de la recta buscada.
4.8. Representacio´n mediante homolog´ıa
Sea pi un plano no paralelo al plano del cuadro, tal que O 6∈ pi. Sea v la recta de
fuga del plano pi y s una recta perpendicular a v por F punto de vista principal, sea
q = s∩v. Sea X uno de los centros conformes del plano pi. Sea e una recta cualquiera,
propia, de Π, tal que X 6∈ e, paralela (no coincidente) a v. Sea ϕ la homolog´ıa general
de Π, con centro X y eje e, que env´ıa el punto q al punto impropio de s.
Proposicio´n 4.24. La composicio´n de la perspectividad ψpi y la homolog´ıa ϕ, es
una semejanza
ϕ ◦ ψpi : pi −→ Π
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Demostracio´n. Observamos primero que ϕ deja invariante el punto impropio de v,
ya que pertenece al eje de la homolog´ıa. Por otro lado env´ıa el punto q a un punto
impropio, por lo tanto ϕ env´ıa la recta v a la recta impropia de Π, es decir ϕ ◦ ψpi
es una afinidad.
Adema´s, ϕ deja invariantes las rectas por X y asigna a cada punto p ∈ v una
direccio´n, concretamente la direccio´n de la recta Xp. Observamos entonces que
la restriccio´n ϕ ◦ ψ|l∞ a la recta impropia de pi, es la misma aplicacio´n que la
proyectividad g de la Proposicio´n 4.20. En esa demostracio´n hab´ıamos visto que g
enviaba los puntos c´ıclicos de l∞ a los puntos c´ıclicos de L∞, y por tanto ϕ ◦ ψ|l∞
tambie´n lo hace. 
Ejemplo 4.25. (Homolog´ıa en un plano horizontal)
Figura 14. Representacio´n de un penta´gono regular en un plano horizontal. Imagen
de [2], ape´ndice A.
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Para representar este penta´gono se ha utilizado una homolog´ıa de las descritas en
la Proposicio´n 4.24. En este ejemplo, h es la l´ınea de horizonte, F el punto de vista
principal, D el c´ırculo de distancia y X uno de los centros conformes de los planos
horizontales. La homolog´ıa ϕ tiene centro X, eje e, y env´ıa F al punto impropio de
las rectas verticales.
El ejercicio consiste en representar en perspectiva un penta´gono regular dada la
representacio´n p1p2 de uno de sus lados. Para ello, primero se obtiene la imagen por
ϕ de p1p2, obteniendo p
′
1p
′
2. A continuacio´n se dibuja un penta´gono regular con uno
de los lados p′1p
′
2. Por u´ltimo se calcula la imagen de este penta´gono regular por
ϕ−1, obteniendo la representacio´n buscada.
Por lo tanto, supongamos que tenemos dibujados uno de los centros conformes X
de un plano pi, la recta de fuga v del plano pi y el eje e de la homolog´ıa ϕ descrita
anteriormente. A partir de la representacio´n de una figura en el plano pi, se pueden
hallar sus proporciones y forma originales, para ello se aplica la homolog´ıa ϕ a la
representacio´n.
A su vez, se puede hallar la representacio´n en perspectiva de una figura dada. Para
ello se dibuja la figura sobre el plano del cuadro a una escala adecuada al taman˜o
del plano del cuadro. Despue´s se calcula la imagen por ϕ−1 de determinados puntos
de la figura, y finalmente se acaba de dibujar la figura a partir de estas ima´genes.
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Ejemplo 4.26. (Me´todo del geometral o “me´thode du ge´ome´tral“ en [6])
Antiguamente, este me´todo era muy utilizado por los arquitectos para dibujar
ima´genes de sus edificios en perspectiva. El me´todo utiliza la homolog´ıa existen-
te entre el dibujo en planta del edificio y la vista en perspectiva de esta planta.
Figura 15. Dibujo de Canaletto. Imagen de [14].
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En esta imagen de Canaletto, se calcula la representacio´n en perspectiva de la
planta de un edificio mediante el me´todo del geometral. Se utiliza la homolog´ıa
ϕ−1 descrita en las proposiciones anteriores. Esta homolog´ıa tiene centro X que
es el centro conforme de los planos horizontales, y como eje la recta IH de la
imagen. Adema´s, utilizando la notacio´n de las anteriores proposiciones, sabemos
que la homolog´ıa ϕ−1 env´ıa la direccio´n vertical (punto impropio de la recta s) al
punto principal F del cuadro.
Para calcular la representacio´n en perspectiva se utilizan las siguientes propiedades
de ϕ−1
los puntos del eje de homolog´ıa son puntos fijos
la homolog´ıa env´ıa la direccio´n vertical al punto principal F
Adema´s, debido a la peculiar situacio´n del punto de vista al nivel del suelo, es
necesaria una construccio´n auxiliar para determinar la posicio´n de los elementos
del edificio. Se situ´an en un nivel inferior al plano del suelo y luego se trasladan
verticalmente esas posiciones para poder dibujar la perspectiva.
4.9. Problema inverso de perspectiva
Hasta ahora hemos visto co´mo dibujar una perspectiva a partir de una figura a
representar. Pero nos podr´ıamos preguntar ¿es posible es restituir la figura a partir
de su representacio´n? En general, este es un problema indeterminado, ya que cada
punto de la perspectiva se corresponde con cualquier punto situado en el rayo visual
correspondiente. Por lo tanto, si queremos hacer una reconstruccio´n a partir de una
u´nica representacio´n de una imagen, tendremos que hacer algunas suposiciones o
disponer de una informacio´n previa, por ejemplo conocer paralelismo o perpendi-
cularidad entre rectas o planos de la figura. Si tenemos un dibujo en el que aparece
un suelo embaldosado, podr´ıamos suponer, en caso de ser baldosas rectangulares,
que los lados de cada baldosa son direcciones ortogonales entre ellas, por ejemplo.
Por otro lado tambie´n se pueden restituir algunos de los elementos de la perspectiva,
por ejemplo el punto de vista principal F , la distancia focal d o la l´ınea de horizonte.
Cuando se observa un cuadro es natural preguntarse ¿do´nde deber´ıa colocarme
para ver lo que el artista quer´ıa que viese? Para que la representacio´n sea lo ma´s
fiel posible, el observador deber´ıa colocarse a la misma distancia del cuadro que el
pintor al realizar el cuadro, y por tanto necesitar´ıa saber la distancia focal d. Ahora
veremos algunos ejemplos de co´mo obtener esta informacio´n.
37
Corolario 4.27. Para hallar la l´ınea de horizonte estudiaremos dos casos. Si el
plano del cuadro es perpendicular al plano horizontal, la l´ınea de horizonte sera´ la
recta horizontal que pasa por cualquier punto de fuga de rectas horizontales. En caso
contrario la l´ınea de horizonte se obtendra´ uniendo dos puntos de fuga diferentes
de rectas horizontales.
Figura 16. Restitucio´n de la l´ınea del horizonte en el caso de plano del cuadro no
perpendicular al plano horizontal. Aqu´ı suponemos que el edificio tiene algunas de
sus aristas horizontales.
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Corolario 4.28. El punto principal F es el ortocentro de cualquier tria´ngulo cuyos
ve´rtices sean puntos de fuga de rectas ortogonales dos a dos, siempre que las rectas
no sean paralelas al plano del cuadro (ya que si no sus puntos de fuga no ser´ıan
propios).
Demostracio´n. Sean p1, p2 y p3 los ve´rtices del tria´ngulo. Por hipo´tesis la recta
antipolar de p1 es p2p3, y por el Corolario 4.15 sabemos que p1F es ortogonal a p2p3
y por lo tanto p1 esta´ en la altura del lado p2p3. Aplicando el mismo argumento
para p2 se llega a que F esta´ en el ortocentro del tria´ngulo. 
Figura 17. Restitucio´n de el punto de vista principal F . Aqu´ı hemos supuesto que
las aristas principales del edificio son perpendiculares dos a dos.
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Corolario 4.29. Una vez se ha hallado el punto principal F , a partir un tria´ngulo
cuyos ve´rtices son puntos de fuga de rectas ortogonales dos a dos, se puede hallar
ahora el c´ırculo de distancia D. Sean p1, p2, p3 los ve´rtices del tria´ngulo, sean q1 el
pie de la altura del tria´ngulo, donde q1 ∈ p2p3. La distancia d se halla de la siguiente
manera
Trazar recta s paralela a p2p3 por F .
Hallar el arco capaz de 90o de p1q1.
Sea M la interseccio´n de la recta s con el arco capaz anterior.
La circunferencia de centro F y radio FM es D.
Demostracio´n. Se sigue del Corolario 4.15. 
Figura 18. Restitucio´n del c´ırculo de distancia D en una perspectiva de tres puntos
de fuga.
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Corolario 4.30. Supongamos ahora que el plano del cuadro es perpendicular al
plano horizontal. Sean dos pares de puntos de fuga de rectas horizontales perpen-
diculares entre ellas, el punto principal F y el c´ırculo de distancia D se hallan de
la siguiente manera
Hallar el arco capaz de 90o del primer par de puntos de fuga de rectas per-
pendiculares.
Hallar el arco capaz de 90o del segundo par de puntos de fuga.
Sea P la interseccio´n de los arcos capaces, por P trazar una recta vertical y el
punto de corte con la l´ınea del horizonte sera´ F . El c´ırculo de distancia sera´ la
circunferencia de centro F y radio FP .
Demostracio´n. Por ser el plano del cuadro perpendicular al plano horizontal sabe-
mos que F se encuentra en la l´ınea del horizonte. Sean {p1, p2} y {q1, q2} los dos
pares de puntos de fuga de rectas ortogonales. Por el Corolario 4.15 sabemos que
los a´ngulos p1Pp2 y q1Pq2 son rectos y as´ı demostramos la construccio´n anterior. 
Figura 19. Restitucio´n del punto de vista principal y del c´ırculo de distancia. En el
caso de un suelo con baldosas cuadradas se tienen dos pares de direcciones ortogo-
nales, los lados del cuadrado y las diagonales.
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5. Estudio de la perspectiva en Canaletto
En este apartado se aplicara´n los cap´ıtulos anteriores con una utilidad pra´ctica,
hacer un estudio de la perspectiva en algunos de los cuadros de Canaletto. Primero
se comprobara´ si aparecen contradicciones en los ca´lculos de la perspectiva y en
caso de que no haya se restablecera´n los elementos de la perspectiva desde la que
esta´ hecho el cuadro y despue´s se calculara´ la representacio´n que resultar´ıa desde
ese punto de vista. De esta manera se concluira´ si la perspectiva esta´ modificada
o simplemente se cin˜e a la realidad. La informacio´n se ha obtenido del programa
Google Earth, tanto las ima´genes en planta de la plaza de San Marcos como las
alturas de los edificios que aparecen en los cuadros. Dicho esto, hay que recalcar
que las alturas son siempre una aproximacio´n debido a la dificultad de precisio´n
milime´trica al obtener medidas en el citado programa. Tambie´n se han sacado los
planos originales de la plaza de San Marcos y del campanario de [10], tanto las
plantas como los alzados y secciones.
Analizaremos con detalle el cuadro, “Piazza San Marco con la Bas´ılica”, 1730.
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PASO 1. Hallar la l´ınea del horizonte y los puntos de fuga principales. Para en-
contrar la l´ınea de horizonte aplicamos lo descrito en el Corolario 4.27. Por otro
lado observamos que es una perspectiva de dos puntos de fuga, ya que las l´ıneas
verticales del cuadro se representan como l´ıneas verticales. Podemos decir entonces
que el plano del cuadro esta´ colocado perpendicularmente al plano del suelo.
Figura 20. Restitucio´n de la l´ınea de horizonte.
PASO 2. Hallar el c´ırculo de distancia. Como se trata de una perspectiva de dos
puntos de fuga, podemos hallar el c´ırculo de distancia tal como hemos descrito en el
Corolario 4.30. Buscamos un cuadrado en el plano del suelo y partir de los puntos
de fuga de sus lados y de sus diagonales hallamos el c´ırculo de distancia D y el
punto de fuga principal F .
Figura 21. Restitucio´n del c´ırculo de distancia y el punto principal F .
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Merece especial atencio´n el campanario. En el cuadro de Canaletto, sus aristas no
son exactamente paralelas sino que forman un pequen˜o a´ngulo de 1o aproximada-
mente. A partir de los planos originales del campanario de 1831, encontrados en
[10], y que adjuntamos en la imagen siguiente, hemos observado que efectivamen-
te no es un paralelep´ıpedo sino que sus aristas convergen ligeramente en la parte
superior formando un a´ngulo de aproximadamente 1o. Es muy dif´ıcil que el pintor
supiese las medidas exactas del campanario, lo normal ser´ıa que pensase que se
trataba de un paralelep´ıpedo. Si Canaletto no tuviese ningu´n aparato para calcular
perspectivas lo esperado ser´ıa que, utilizando las reglas de la perspectiva, hubiese
dibujado el campanario con sus aristas paralelas, pero no es as´ı, lo que sugiere que
quiza´s utilizo´ una ca´mara o´ptica u otro instrumento auxiliar.
Figura 22. Campanario de la plaza de San Marcos.
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PASO 3. Una vez que tenemos determinados los elementos principales de esta pers-
pectiva, podemos pasar a hallar la antiimagen de algunos de los puntos del cuadro,
mediante una homolog´ıa ϕ como las descritas en la Proposicio´n 4.24.
Figura 23. Homolog´ıa de centro X y eje e, que env´ıa el punto F al punto impropio
de las rectas verticales.
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PASO 4. A partir de los puntos p′1 y p
′
2 calculados mediante la homolog´ıa ϕ, situamos
la planta real de la plaza de San Marcos encontrada en [10]. Mediante la homolog´ıa
ϕ−1 calculamos la planta en perspectiva de la plaza.
Figura 24. Planta de la plaza en perspectiva
Podemos comparar ahora ambas perspectivas en busca de contradicciones. Super-
ponemos el cuadro con la planta en perspectiva calculada a partir de la homolog´ıa.
Observamos que en general las dimensiones coinciden, con excepcio´n del campana-
rio, que en el cuadro es mucho ma´s estrecho.
Figura 25. Superposicio´n del cuadro con la planta en perspectiva
Por u´ltimo situamos ambas perspectivas una al lado de la otra para comparar la
perspectiva del cuadro con la que resulta a partir de los ca´lculos. Se observa que en
general el cuadro de Canaletto esta´ dibujado correctamente pero claramente se ha
estilizado el campanario, hacie´ndolo mucho ma´s estrecho, y algo ma´s pequen˜o.
Figura 26. Cuadro de Canaletto a la izquierda y ca´lculo de la perspectiva a la
derecha.
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Esta deformacio´n del campanario para hacerlo ma´s estilizado la podemos encontrar
en otros cuadros de Canaletto de la Plaza de San Marco. Aplicando el mismo pro-
cedimiento que en el cuadro anterior, observamos tambie´n que en los dos siguientes
cuadros se ha dibujado ma´s estrecho y un poco ma´s bajo.
“Piazza San Marco”, 1724.
Figura 27. Cuadro de Canaletto a la izquierda y ca´lculo de la perspectiva a la
derecha.
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“Piazza San Marco”, 1720.
Figura 28. Cuadro de Canaletto a la izquierda y ca´lculo de la perspectiva a la
derecha.
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